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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 24, № А (1978) 

ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЭНТРОПИИ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКОГО ПОТОКА 

НА КОМПАКТНОМ РИМАНОВОМ 
МНОГООБРАЗИИ БЕЗ СОПРЯЖЕННЫХ ТОЧЕК 

Я. Б. Песин 

§ 1. Введение. Формулировка результатов. Мы будем 
использовать понятия и результаты римановой геометрии, 
энтропийной теории и теории показателей Ляпунова, 
с которыми можно подробно ознакомиться в [1] — [5]. 
Пусть М — гладкое компактное риманово тг-мерное мно
гообразие, снабженное римановой метрикой <•, •> класса 
^3 (II * II — соответствующая норма в ТХМ, х GE M), 
Мы будем рассматривать только метрики без сопряженных 
точек. Обозначим SM (2п — 1)-мерное многообразие ли
нейных элементов, т. е. пар (х, v), х ЕЕ М, V ЕЕ ТХМ, 
|| v || = 1 (иногда линейный элемент будет обозначаться 
просто г;). Геодезический поток — это поток на многооб
разии SM, действие которого задается формулой f (v) — 
= t» (t), гДв YD (t) — геодезическая с начальным векто
ром и (т. е. ^v (0) = У)» параметризованная длиной дуги 
(в дальнейшем мы будем пользоваться только такой па
раметризацией). Геодезический поток сохраняет риманов^ 
объем в SM (который обозначим |я), индуцированный ри
мановой метрикой. Полем Якоби вдоль геодезической у (t) 
называется поле Y (t), удовлетворяющее уравнению 
Якоби 

Y" (t) + RXY X - 0, 
где штрих обозначает ковариантное дифференцирование, 
X (t) = t (t) и R — тензор кривизны. Рассматривая си-

© Главная редакция 553 
физико-математическо й лит ературы 
издательства «Наук а», 
«Математические заметки», 1978 



стему ортонормированных параллельных векторных полей 
вдоль у (t), можно представить уравнение Якоби в виде 
дифференциального уравнения второго порядка; таким 
образом, поле Якоби задается своими начальными зна
чениями Y (0) и Y' (0). Обозначим я: ТМ -> М естествен
ную проекцию и К: ТТМ -^ ТМ отображение связно
сти, индуцированное римановой метрикой, и снабдим 
ТТМ канонической римановой метрикой (см. [II) 

<£, т|> = (dnl, йпц} + <К%, Кх\\ gf т, е= ТТМ. 
Для и ЕЕ SM, I ЕЕ TVSM обозначим через Y% (t) поле 
Якоби вдоль геодезической yv (t), заданное начальными 
значениями У| (0) = йя£, Y% (0) = К%. Обозначим также 
Y (v) векторное поле, задающее геодезический поток, 
v1- ортогональное дополнение к вектору v в Т^^М. 

П р е д л о ж е н и е 1 (см. [6, предложение 1.71). 
Отображение yfpD, сопоставляющее вектору I ЕЕ TVSM, 
< £, V (и)У = 0, пару (dnl, KQ ЕЕ V1- 0 iA, является изо
морфизмом и изометрично в канонической метрике. 

2. dn о dfll = Yl (J), # о dpi = Y't (t). 
Пусть и ЕЕ 571/, ^ ЕЕ v-L. Рассмотрим поле Якоби 

Y (s, w, t), удовлетворяющее условиям: Y (s, w, 0) = w, 
Y (s, w, s) = 0 (так как риманова метрика не имеет со
пряженных точек, то такое поле Якоби существует и 
определено единственным образом). 

П р е д л о ж е н и е 2 (см. [6, § 2J). Для любых 
v ЕЕ SM-, w ЕЕ zA и любого t ^> О существует 

lim У (5, и;, 0 = Y (w, t), lim У' (s, w, t) =Y' (w, t), 
s->oo " s—>-oo 

причем векторное поле Y (w, t) есть решение уравнения 
Якоби, называемое предельным решением, и Y (w, 0) = w, 
Y (w, t) Ф 0, для любого t ЕЕ R. 

Пусть и ЕЕ SM. Для каждого w ЕЕ v±- существует 
единственный вектор £ = £ (w) ЕЕ TVSM, для которого 
Yi (t) = У (и>, £) (в частности, w = dnl (w)). Множество 
векторов I (w), w ЕЕ и1-, образует в TVSM линейное под
пространство, которое мы обозначим Х~ (v). Если в пред
ложении 2 устремить s в —оо, то аналогичным образом 
можно определить подпространства Х+ (v). 

П р е д л о ж е н и е 3 (см. [6, предложения 2.4, 2.6, 
2.11J). 1. Х~ (и) и Х+ (v) — (п — 1)-мерные подпростран
ства TVSM. 

2. dnX~ (и) = dnX+ (v) = V-L. 
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3. dfX- (v) = X- (f(v)), df X* (v) = X+ (/' (i;)). 
4. Существует постоянная С ]> О такая, что для лю

бых v e SM, i е г ^ м и t > 1 
II tfod/'Б ц< с ЦЛЮ^Б Ц. (1) 

5. I Ez Х~ (г;) (соответственно % ЕЕ Х+ (и)) тогда и 
только тогда, когда || dnodfl, || <; const для любого t ^> О 
{соответственно t < 0). 

Для' У е 57k/" определим линейное отображение £„: 
с?-1- ->- г;-1- по формуле 

£,и; = Я£ И (2) 
(напомним, что £ (w) — это такой вектор в Х~ (v), что 
dn^ (w) = г#). 

В § 2 мы докажем следующее утверждение. 
ЛЕММА 1. Sv — это линейный самосопряженный опе

ратор. 
Из этой леммы и предложения 1 вытекает 
С л е д с т в и е 1. Если Y\ (t) и Y2 (t) — два предель

ных решения уравнения Якоби, то 

<Y'1(t),Yi(t)y = iY1(t),Yt(t)> 
для любого t. 

Обозначим через {et (У)}Г=1 ортонормированный базис 
в v-L, состоящий из собственных векторов оператора Sv, 
а через Кь (и) — соответствующие собственные значения. 
Отметим, что подпространства Х~ (v), а вместе с ними 
базисы {et {v)Yl~l и функции К% (v) зависят от вектора 
v £E SM, вообще говоря, лишь только измеримо. По
скольку функции Kt {v) ограничены (действительно, из (1) 
и (2) следует, что || Svw \\ <; С \\ w || для любых и ЕЕ SM, 
wEEv±-), то они интегрируемы. Числа Кх (и) назовем 
главными кривизнами в точке у, а векторы et (v) — на
правлениями главных кривизн. Основанием для этих 
названий служат леммы 2 и 3, к формулировке которых 
мы сейчас и переходим. 

Обозначим через Н риманово универсальное накры
вающее многообразие для М. Геодезические у1 и у2 в Н 
называются асимптотическими при t ^> 0, если р (уг (t), 
Т2 (0) ^ С\ Дл я некоторого С± ^> 0 и любого t ^> 0 
(р — расстояние в Н, индуцированное римановой метри
кой). Аналогично определяются асимптотические при 
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t < 0 геодезические. Отношение асимптотичности есть 
отношение эквивалентности. Класс геодезических асимп
тотических при t ^> 0 (t < 0) геодезической у (t) называ
ется бесконечно удаленной точкой и обозначается у ( + оо) 
(соответственно у (—оэ)), а множество классов называется 
абсолютом и обозначается Н (оо). Мы скажем, что много
образие М удовлетворяет аксиоме асимптотичности (см. 
[7, § 51), если для любых vn, v ЕЕ SH, 
#n ->• а: и последовательности чисел tn -> оо любая пре
дельная геодезическая последовательности геодезических 
7П, соединяющих точки yVn (tn) и Хп1), является асимпто
тической при t ^> 0 геодезической yv (t) (можно показатьг 
что последовательность геодезических уп в этом случае 
сходится к некоторой геодезической у, проходящей через 
точку х, и асимптотической при t ^> 0 геодезической 
yv (t) (см. [7, § 5])). В [71 доказано, что если многообразие 
не имеет фокальных точек или удовлетворяет аксиоме 
видимости (см. [81), в частности, является многообразием 
аносовского типа (т. е. существует метрика, в которой 
геодезический поток является У-потоком; см. [9]), то оно 
удовлетворяет и аксиоме асимптотичности. 

П р е д л о ж е н и е 4 (см. [7, теоремы 6.1 и 6.2J). 
Если многообразие М удовлетворяет аксиоме асимпто
тичности, то распределения Х~ (v) и Х+ (v) непрерывны и 
интегрируемы, а их максимальные интегральные под
многообразия (обозначаемые ©~ (v) и @+ (и)) образуют 
инвариантные относительно р непрерывные С1 слоения 
многообразия SM. 

Пусть х £Е Н, р ЕЕ Н (оо) и yv (t) такая геодезическая,, 
что yv (0) = х, yv ( + оо) = р. Множество L (х, р) = 
= п (©" (v)) называется предельной сферой с центром 
в точке р, проходящей через точку х. 

П р е д л о ж е н и е 5 (см. [7, теорема 7.1 и предло
жение 7.1)1. 1. Предельная сфера есть замкнутое подмно
гообразие в Н класса С1. 

2. Любая геодезическая, асимптотическая геодезической 
yv (t) при t ^> 0, пересекает ортогонально предельную сфе
ру в некоторой точке. Обратно, любая геодезическаяt 
пересекающая ортогонально предельную сферу в некоторой 

а) Последовательность геодезических уп компактна, так как 
компактна последовательность векторов уп (0). 
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точке, является асимптотической геодезической yv (I) при 
* > 0 . 

3. Предельные сферы с общим центром параллельны 
(и, в частности, не пересекаются). 

Доказательства следующих лемм приведены в § 2. 
ЛЕММА 2. Если риманово многообразие М с римановой 

метрикой класса Cr, r ;> 3, удовлетворяет аксиоме асимп
тотичности, то предельные сферы {а вместе с ними и 
слои ©~ (v) и ©+ (v) являются подмногообразиями клас
са Сг~*. 

В § 6 мы обсудим связь этого результата с результа
тами Дж. X. Эшенбурга и других авторов (см. [101—112]). 

ЛЕММА 3. Если риманово многообразие М с римановой 
метрикой класса С4 удовлетворяет аксиоме асимптотич
ности, то для любого v ЕЕ SM оператор Sv есть оператор 
второй квадратичной формы предельной сферы L (я (v), 
yv (+ оо)) в точке я (г;). 

Для v Ez SM положим 
Ktj (V) = (RVei(v)V, ej (у)>, Kt (V) = Kit (v). 

Последнее число есть кривизна многообразия М в дву
мерном направлении, задаваемом векторами v и et (и). 

В §§ 3, 4 мы докажем следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА. Для энтропии геодезического потока f 

имеют место равенства 
h^)=-lSM^tt^^)^(v), (3) 

h (f) = - \ У ' а . (1 - К, (v)) dp (v). (4) 

С л е д с т в и е 2. Главные кривизны Kt (v) и кривиз
ны Kt (v) в двумерном направлении, задаваемом векторами 
v и et (v), связаны соотношением 

., n-i Kf(v)-r~K.(v) 
JSM^-Ji=-l А| (г>)+1 

С л е д с т в и е 3. Геодезический поток на неплоском 
компактном римановом многообразии без фокальных точек 
имеет положительную энтропию (риманово многообразие 
называется плоским, если его тензор кривизны тождественно 
равен нулю). 

557 



Обозначим 
Л = {и е SM: x+ (v, I) < 0 для любого ? £ Г (у)}. 

Здесь %+ (у, £) — характеристический показатель Ляпу
нова (определение см. ниже в § 3). Известно (см. [4]), чта 
Л — измеримое инвариантное, относительно потока / t 

множество. 
С л е д с т в и е 4. Предположим, что риманова ме

трика многообразия М не имеет фокальных точек и суще
ствует и0 €Е SM, для которого Kt (v0) <C 0 для любого* 
i = 1, . . ., п — 1 (т. е. предельная сфера L (я (и0), yVo (+ оо)) 
строго выпукла в точке я (v0). Тогда \i (Л) > 0. 

Из этого утверждения и [7, теорема 9.11 вытекает 
С л е д с т в и е 5. Если риманово многообразие М 

удовлетворяет аксиоме видимости и условиям следствия 4Г 
то геодезический поток в SM изоморфен потоку Бернулли. 

Пусть и €Е SM. Выберем какую-либо ортонормальнуи> 
систему параллельных векторных полей вдоль геодези
ческой yv (t) и рассмотрим матричное уравнение Якоби 
D" (t) + K(t) D (t) = 0, где К (t) = (Ки (t)). Пусть 
D+ (t) — предельное решение этого уравнения (т. е. 
D+ (t) = lim Ds (£), a Ds (t) — это такое решение, чта 

S—»оо 

Ds (0) = Е и D$ (s) = 0; см. [131, там же доказано, что 
матрица D+ (t) симметрична и det D+ (t) Ф 0 для всех £);; 
U (t) = D' {t)D~x (t) — симметричное решение матричного 
уравнения Риккати. 

С л е д с т в и е 6. Кх (и) — это собственные значения 
матрицы U (0) и 

г» ^—« П — 1 (j) г» 

\ У KHv)dii(v) = £ L \ K{x)dm\x\ 

где ri)n-i — объем (п — 1)-мерной единичной сферы в Rn, 
К (х) — скалярная кривизна в точке х ЕЕ М (свертка 
тензора Риччи; см. [1, стр. 1141) и т — гладкая мера в М, 
индуцированная римановой метрикой. 

Рассмотрим случай двумерного многообразия. Оче
видно, что прямая Х~ (v) лежит в плоскости, образован
ной прямыми Ker dn (v) и Кег К (v) (эта плоскость орто
гональна вектору потока V (v)), и пусть a (v) — угол 
между прямыми X" (и) и Кег К (г;), отсчитываемый от 
последней против часовой стрелки. 
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С л е д с т в и е 7. 

h{f)=-^SMtga{v)dv.{v). 

§ 2. Доказательство лемм 1, 2 и 3. Для v ЕЕ «̂ Л/ обозна
чим через S (и, t) сферу в Н с центром в точке yv (t) и ра
диуса t, а через П (и, е) — геодезическую площадку 
в точке тс (и) (т.е. множество отрезков геодезических длины 
2е, проходящих через точку л (v) ортогонально геодези
ческой yv (t). При достаточно малом 8 (которое в силу 
компактности многообразия М можно выбрать независи
мо от и ЕЕ SM) некоторая окрестность U (и, е) в М точки 
п (и) допускает параметризацию % (у, е): для у ЕЕ U (и, е) 
имеем % (v-> 8) (у) = (#и • • •> »п), где г/х равно расстоя
нию от у до П (у, е) (вдоль ортогональной к П (v, е) гео
дезической), а у?, - . ., уп — координаты на П (и, е), за
даваемые посредством произвольного ортонормированного 
(п — 1)-репера в и-1-. В этих координатах множества 
S (и, t) f] U (v, е) представляется графиком некоторого 
отображения ф^ (и), где и ЕЕ П (и, б). Покажем сначала* 
что семейство функций {ф*,г, t ;> 1} компактно в Сг_2-то-
пологии. Пусть и ЕЕ «SM, и; G У-1. Рассмотрим такой отре
зок б; (s), —8 <; s <; 8, на сфере S (v, t), что б, (0) = 
= л (v), 6f (0) = w, и такую вариацию r̂  (g, s) геодезиче
ской yv, что rt (q, s) есть геодезическая в Н, соединяющая 
точки yv (t) и 6f (s). Из уравнения геодезических (см. 
[1, § 2]) и теоремы о дифференцируемой зависимости ре
шений дифференциального уравнения от начальных дан
ных (см. [14, § 32]) вытекает, что сфера S (v, t) есть под
многообразие в Н класса С'"1, так что вариация rt (q, s) 
(г — 1)-раз непрерывно дифференцируема по q и s. Век-
торное поле Yt (q, s) = -j-rt(q, s) есть поле Якоби вдоль 
геодезической rt (q, s) (s фиксировано), удовлетворяющее 
условиям Yt (t, s) — 0, Yt (0, s) = 8t (s). Из первого 
равенства, компактности многообразия М (которая вле
чет, что кривизна в каждом двумерном направлении огра
ничена снизу некоторым числом) и [6, предложение 2.71 
следует, что 

|| Y\ (0, *) | | < К || Yt (0, s) | | < К 
для любого t > 1 и —8 <; s <J 8 (К — некоторая постоян
ная). Поскольку компоненты тензора кривизны суть 
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вторые производные метрического тензора, то они 
(г — 2)-раза непрерывно дифференцируемы. Таким обра
зом, зная оценки для || Yt (О, s) \\ и|| Yt (О, s) || и восполь
зовавшись уравнением Якоби для Yt (q, s), а также 
получающимся из него уравнением на 1-ю ковариантную 
производную Ytl) (q, s), получим, что 

|| У(
(0 (0, s) | | < С, I = 1, . . ., г - 2, (6) 

лричем постоянная С ]> 0 не зависит от v ЕЕ SM и числа t. 
Пусть 6? (s), . . ., 67 (s) — координаты точки bt (s) 

во введенной выше системе локальных координат % (и, г) 
в окрестности U (и, г). Записывая 1-ю ковариантную про
изводную векторного поля Yt (О, s) = 8t (s) в этих коор
динатах для I = 1, . . ., г — 2 (подчеркнем, что компо
ненты связности Tij — (г — 1)-раз непрерывно диффе
ренцируемые функции) и используя оценки (5), получим, 
что || Dlb\ (s) || <; const для i = 1, . . ., л, Z = 1, . . ., г — 1. 
Отсюда вытекает, что полилинейные формы /) 'фм (0) , 
2 = 1 , . . . , г — 1 (которые существуют, ибо, как ука
зано выше, сфера есть подмногообразие в Н класса Сг~~г), 
ограничены. Пусть у ЕЕ Graph фг>ю и ш Е SM ортогональ
но сфере S (v, t) в точке у. Представляя поверхность сферы 
S (У, t) в окрестности U (w, г) точки л (w) в коорди
натах х (^i 8) (которые строятся точно так же, как коор
динаты %(v, e) в точке я (v)) в виде графика некоторой функ
ции фг,„; и повторяя предыдущие рассуждения, найдем, 
что || Dl(ftiW(0) || <^ const. Поскольку переход от коор
динат х (и>, s) к координатам х (у? в) есть ортогональное 
преобразование, то отсюда вытекает, что 

II DlytiV (и) || <; const, и Е П (У, е). 

Таким образом, семейство функций {ф*,и, £ > 1} компакт
но в Сг-1-топологии. Пусть ф„ — любая предельная функ
ция этого семейства. (В работе [7] доказано для многооб
разий, удовлетворяющих аксиоме асимптотичности, что 
Ф*,г> ~^ Фи ПРИ t-+ оо, так что график фу — это «кусок» 
предельной сферы, которая получается, таким образом, 
склеиванием этих «кусков».) Из сказанного выше следует, 
что фу ЕЕ Сг~2, и лемма 2 доказана. 

Рассмотрим оператор Sv второй квадратичной формы 
подмногообразия Wv = Graph ф„ в точке v. Имеем (см. 
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[1, § 3]) Svw = Kodi (и?), где w^v± и i: Wv -> TM со
поставляет точке у Ez TF„ вектор w, ортогональный под
многообразию Wv в точке у. Вектор di (w) лежит в каса
тельном пространстве к подмногообразию Wv, получаю
щемуся оснащением подмногообразия Wv ортонормаль-
ными векторами. Из определения cpw вытекает, что для 
£ ЕЕ TVWV существуют последовательности чисел tk ->• оо 
и векторов 1к таких, что | f c-> | и У,л (д, 0) = Г ^ (д). 
Таким образом, ^ G l ~ (У). Кроме того, 

dim TVWV = dim Х~ (v) = п — 1. 

Поэтому Г0Й^ = Х~ (и). Отсюда следует, что di (w)Ei 
KEEX~~(V) ДЛЯ WEZV1-. Сравнивая выражения для Sv 
и Sv и учитывая, что п о i (у) = у для любого г/ ЕЕ W%, 
получим, что Sv = Sv. Это доказывает леммы 1 и 3, по
скольку оператор Sv самосопряжен (см. [1, § 3]). 

З а м е ч а н и е . Приведем другое доказательство 
леммы 1, которое предложил Д. В. Аносов. Рассмотрим 
фундаментальную 2-форму Q (напомним, что й = dco, 
а 1-форма со на ТТМ задается равенством со̂  (£) = 
- (Lv) (dn%), где и е ТМ, % (= Tv SM и L: ТМ-> Т*М— 
преобразование Лежандра; см. [2]). Фиксируем t > 0, 
и пусть Xt (v) — подпространство в Tv SM, являющееся 
касательным пространством к подмногообразию, получаю
щемуся оснащением сферы S (v, t) ортонормальными век
торами (таким образом, Xt (v) состоит из векторов Х^ь 
'к ЕЕ R, соответствующих таким полям Якоби Yt (s), что 
Yt (0) = 1 и Yt (t) = 0). Поскольку подпространство 

dfXt (и) = Ker dn {f (v)) 

лагранжево (т. е. на нем форма Q вырождена), то подпро
странство Xt (v) лагранжево (так как форма Q, инвариант
на относительно df). Поэтому из непрерывности формы Q 
вытекает, что подпространство Х~ (v) лагранжево. Про
водя отождествление с помощью отображения я|)г, пост
роенного в предложении 1, и используя локальное пред
ставление формы Q (см. [2]), получим для £, r\ ЕЕ Tv SM, 
что 
Q (g, т|) = Q ((i;, dnl, Щ, (v, <htr\, Кц)) = 

= <<йт£, Кц) — (Kl, dnr\>. 
Поэтому из условия g, т] ЕЕ X" (у) (эквивалентного, в 
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силу сказанного выше, тому, что Q (£, ц) = 0) вытекает 
самосопряженность оператора Sv, 

§ 3. Формула для энтропии потока. Пусть f — поток 
класса С2 на гладком компактном /г-мерном римановом 
многообразии М, заданный1: векторным полем X (х) и со
храняющий меру v, эквивалентную риманову объему. 
Характеристическим показателем Ляпунова потока f 
называется функция х+: ТМ -> R, задаваемая формулой 

%+(x,v) = lira 4 - b | | d / ' y | | , J G I , v(=TxM. 

При фиксированном ж ЕЕ М функция x+ принимает не 
более ft различных значений, обозначаемых в порядке воз
растания: %i (я),. . ., Xs(x) (ж). Пусть д̂  (ж) — кратность 
значения х* (#) (т- е- максимальное число линейно неза
висимых векторов v ЕЕ ГхМ, для которых х+ (ж» у) = 
= It (х))- Из теоремы 4в [4] (см. также [15, § 1]) вытекает 

П р е д л о ж е н и е 6. Для почти каждого х ЕЕ М 
существуют подпространства £"* (ж), £° (ж), 2?+ (ж) гаа-
тое, что 

1. Гх М - Е- (х) 0 £° (ж) 0 £+ (ж), £° (ж) ^ 
ГЗ{аХ(ж), а е R}. 

2. Подпространства Е~ (ж), Е° (х), Е+ (х) инвариант
ны относительно df. 

3. х+ (#, У) < 0 (соответственно х+ (#? ^) = 0 и 
Х+(ж, г;) ^> 0) для всякого v ЕЕ Е~ (x) (соответственно v ЕЕ 
е £° (ж) и у е £+ (ж)). 

Число к (х) = dim £~ (ж) равно числу различных отри
цательных значений показателя %+ (х, и). 

Пусть Е (х) — произвольное семейство подпро
странств, измеримо зависящих от х ЕЕ М, инвариантных 
относительно df и удовлетворяющих условию 

я- (х) с £ (ж) е jr (ж) е £° и. 
Выберем произвольно нормальный базис {ef (ж)}£1 (оп
ределение нормального базиса см. в [4]), измеримо завися
щий от х Ez М, так, чтобы г̂ (ж) е £" (ж) для i = 1,. . . 
. . ., dim E (х). Обозначим П (х) параллелепипед, натя
нутый на векторы et (x), i = 1,. . ., dim E (х), V (П (х)) — 
его объем, Xt (х) - У (df (П (x)))IV (П (ж)) — коэффи
циент растяжения объема. Поскольку отображение df 
линейно, число %t (x) равняется якобиану отображения 
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df | E (x). Положим 

X+ (П (x)) = ПЫ" -J- In F (df (П (x))). 

П р е д л о ж е н и е 7 (см. [4, теорема 4]). Для почти 
каждого х ЕЕ М 

t (Щх)) = Mm - f In F (d/( (П (х))) = V g i (x) Xi (x). 

Из предложения 7, формулы для энтропии диффео
морфизма (см. [5, § 5]) и эргодической теоремы вытекает, 
что для каждого t Ф О 
*( / ' ) = 

= — \ > , ?i (*) JCi И ^ (х) = - \ Х+ (П (Ж)) dv (Ж) = 

= _ [ Km J_ ] n 7 (d/'n (П (я))) dv (ж) = 

= - Л lim±Y"~1lnkt(fi*(x))dv(x) = 

= - $ M l n M * ) < M * ) . (7) 

Поскольку A (/*) = | i | Л (Z1) (CM. [3, § 2]), то для t > 0 
будем иметь 

А(/1)=4"Л^) = НтТ-А^) = 

= — [ lim-^-lnlt(x)dv(x). (8) 

(Мы воспользовались здесь теоремой Лебега о почленном 
интегрировании ограниченных последовательностей и тем 
обстоятельством, что eat < %t (x) < еы, t > О, при не
которых а и Ь.) 

Пусть теперь /' — геодезический поток, v ЕЕ SM, 
£ e Х~ (*;). В силу предложения 2 

Н / Ч | | < ( 1 + С ) | Н я о й / ^ | | , f > i . 
Поэтому 

Х+ (У , Е) = US: -J- In || dJtod/'Б ||. (9) 
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Пусть {^i {v)}^Z\ — базис в Х~ (х), состоящий из век
торов 5i (̂ )? для которых dn^t (v) = et (v) (et (v) — на
правления главных кривизн; см. § 1). Обозначим П (*;) 
параллелепипед в X" (v), натянутый на векторы | г (и), 
и П (v) — параллелепипед в у-Ц натянутый на векторы 
et (и). Поскольку показатель угла между векторами et 
и ej равен нулю, то из (9) получаем, что 

X+(V(n(v))) = hm-LlnV(dnodft(U(v))) = x+(V(n(v))). 
f->oo Г 

Пусть X (v) = V(dn о df (IL(v)))/V (П (v)) - коэффициент 
объемного расширения в zA (т. е. якобиан отображе
ния dnodf] X~ (v)). Переписывая равенства (7) для ото
бражения dn о df и параллелепипеда П(у), получим ана
логично (8) следующую формулу для энтропии геодези
ческого потока: 

h (/1) = -[ lim 4- In lt (v) d\i (v). (10) 

В следующем параграфе мы вычислим для геодезического 
потока подынтегральные выражения в формулах (10) 
и (8), что приведет нас соответственно к формулам (3) 
и (4). 

§ 4. Доказательство основной теоремы. Пусть v GE SM, 
et (v) — направления главных кривизн %t = | г (v) GE 
ЕЕ Х~ (v) таковы, что dnl,t (v) = et(v). Имеем для любых 
i, / = 1,. . ., к - 1 и ( > 0 

<Уб1 (0, Y%. (f)> = <Yh (0), Yh (0)> + J^ <Уг. {s),Y%. {s)V ds= 

= <У|. (0), Y%. (0)> + ][ KYk (s), Yt. (*)> + 
+ <7 l.(s),y |.(s)>]dS, (11) 

< У | . ( 0 , Г ^ ( ф = 

= < Y%. (0), У ц (0)> + ^ <Г |{ (*), У6. («)>' ds = 

= <F|. (0), У|.(0)> - ^ K(RXYk X)(s), Y'%. (s)] + 

+ <Y^(s),(i?«YX)(s)>]ds. (12) 
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Имеем также 
<У1.(0), Yl} (0)> = <et (v), e,(v)> = 6t], (13) 

<Yi(0), Yi(0)> = <Svei(v), 8&(и)>=-Кф)-К}(и)!>ц. 
(14) 

Положим 

«у (t) = -j-£ KY%. (s), Y%. (*)> + <П. (*), Г5.(*)>] ds, 

Ъц (t) = - - f £ [<Я*У|Х) (*), П.(Х)> + 
+ (Y4(s),(RXY%.X)(s)yds, 

Поскольку подынтегральные функции непрерывны, то 
при t = О получим 

в» (0) = <П, (0), Y%. (0)> + <У5. (0), Y%j (0)> = 
= <5„ег (У), еу (i;)> + <et (v), Svej (v)> = 

= (Kt (v) + Z7. (i;)) 6„, (15) 
Ь»(0) = -<(Дхгб 1Х)(0),У(.(0)>-<Уц(0),(Дхг5Д)(0)> = 
= — #_,- (y) <i?pe.(») w, ej (v)> — Кi (v) <et (v), Rvei(v) v> = 

= -Kj (v)Ku (v) - Kt (v) Ki} (v). (16) 

Обозначим через A (t), В (t) и С (t) матрицы, составлен
ные из элементов atj (t), btj (t) и ctj (t) соответственно, и 
через D — матрицу, составленную из элементов dtj = 
= Kt (v) Kj {v)8ij. Рассмотрим параллелепипед П (у), 
натянутый на векторы ^ (у), i = 1,. . ., гг — 1. Для 
любого i ) > 0 в силу определения канонической метрики 
в ТТМ (см. § 1) имеем F(d/'(II(i;))) = ]/"det С(*): Из ра
венств (И) — (14) и формулы для производной определи
теля (см. [14, стр. 102]) получим 

V (df (П (у))) = / d e t [E + D + t(A(t) + B (t))) = 
- |/"det (Я + Я) det [Я + t (Е + D)"1 {A (t) + В (t))] = 

= / d e t (ff + D) [1 + г Sp [(E + Df\A (t) + B(t))]+Q(t*)] = 
= / d e t (Я + D)[1 + (Va) * Sp [(£ + D)"i (Л (0 + В (/))] + 

+ 0(*а)Ь 
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(Здесь Sp обозначает след матрицы.) Поскольку V (П (v))=^ 
= ]/"det(£+Z)), то из этих равенств вытекает 

Um * l n ^ ( i ; ) = 4"Sv[{E + Dr4A(0) + B(0))]. (17) 

Из формул (15) и (16) следует, что i-ж диагональ
ный элемент матрицы (Е + D)"1 (А (0) + В (0)) равен 

(1 — Ki(v)). Отсюда и из (17) вытекает форму

ла (4). Для доказательства формулы (3) заметим, что 

V (dnodf1 (П(и))) = ydet\(dnodf%,dnodf%) | -
= V^\<Yl.(t),Ylj(t)>\. 

Повторяя предыдущие для параллелепипеда 
dnodf (П. (v)) и воспользовавшись равенствами (11) и 
(13), найдем, что 

lim 4~ lnl f (v) = 4-Sp 4 (0). 
*->o * z 

В силу (15) i-ж диагональный элемент матрицы А (0) 
равен 2Кг (i?), что приводит нас к формуле (3). 

§ 5. Доказательство следствий 2—4, б, 7. 1. Формула 
(5) непосредственно вытекает из формул (3) и (4). 

2. Доказательство следствия 3. Поскольку риманова 
метрика в М не имеет фокальных точек, предельная сфера 
выпукла (см. [7, предложение 7.3]), так что Kt (v) <; 0 
для любого v Ez SM и i = 1,. . ., п — 1. Если h (f1) = 
= 0, то отсюда и формулы (3) (напомним, что из отсут
ствия фокальных точек вытекает отсутствие сопряженных 
точек; см. (1)) следует, что Кх (и) = 0, i = 1.. . ., /г — 1. 
Таким образом, Sv = 0 для любого v £= 5M, так что 
Х~ (у) = Кег К (v). Поэтому из предложенжя 1 вытекает, 
что для любого ? G l " (V) 

Yl (t) = Kodf I = 0. (18) 

Так как для любых v e SM, w e У 1 существует такое 
поле Якоби F | (t) вдоль геодезической yv (t), что dn£ = 
= w;, то из равенства (18) и уравнения Якоби следует, 
что R = 0. 
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3. Доказательство следствия 4. Поскольку риманова 
метрика в Ж" не имеет фокальных точек, распределение 
Х~ (и) непрерывно (см. предложение 3). Поэтому оператор 
Sv, а вместе с ним и главные кривизны Kt {v) непрерывны. 
Отсюда и из условий вытекает существование такого 
С < 0 и такого шара В (v0, г) в SM с центром в v0 и 
радиуса г, что для любого у £ Й (у0, г) 

K'i(v)^C <0, i = 1,. . ., л — 1 . (19) 
Обозначим через Т (t, v) меру в R тех моментов s, О ^ s ̂  t, 
для которых df v Ez В (vQ, Г/2). ИЗ эргодической теоремы 
вытекает существование такого измеримого инвариант
ного относительно геодезического потока р множества Л 
положительной меры, что для любого v ЕЕ Л 

l im l«f l = v. (В („.,-f)). (20) 

Пусть и EH 5M, е* (v) — направления главных кривизн, 
£г (v) ЕЕ ^~ (̂ ) таковы, что dn£j (У) = еь (и).\ Обозначим 
через К] (v) коэффициент линейного расширения в на
правлении et (у), т. е. 

Ц (v) = || dnodf h (v) || = || Yk (t) ||. 

Из результатов § 4 и из (11), (13) и (15) следует, что 

l i m 4 - I n k ! И - Ki(v). (21) 

Из соотношений (19) и (21) вытекает, что для некоторого 
г ) > 0 и любого v ЕЕ В (и0, г) справедливо неравенство 

\\dnodfrI*li(v)\\^ eCrl*. 
Поскольку векторы ^ (и) образуют базис в пространстве 
Х~ (у), то отсюда следует, что для любых v ЕЕ В (v0, 
г/2) и ^ Г (v) 

|| dnodft*l\\ < ^ / 4 ц £||. (22) 

Так как многообразие М не имеет фокальных точек, то 
функция || Yi (t) ||, I e= X~ (v), не возрастает (см. [6, § 3]; 
это следует также из (21) и условия Кх (v) <^ 0 для любого 
v ЕЕ 5М), так что для любых v ЕЕ Л, £ ЕЕ Х" (v) и любого 
* > 0 

|| dnodf E | | < || Б ||, (23) 
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Из неравенств (22) и (23) на основании (20) заключаем, 
что для любых v ЕЕ Л, I ЕЕ Х~ (v) 

Ш -±-1п\\<1по<1рЪ\\<0. 
t-+oo l 

Поэтому для любых v Ez А, % ЕЕ Х~ (v) в силу (9) будем 
иметь 

Х
+ {v, I) = Йп7 4 - In || drt od/tg | | < 0. 

4. Доказательство следствия 6. Пусть {ht (£)}ti — 
какая-либо ортонормальная система параллельных век
торных полей вдоль геодезической yv (t). В [13] доказано, 
что при переходе от одной такой системы к другой матри
ца U (t) переходит в подобную. Считая ht (0) = et (v) 
(et (v) — направления главных кривизн), получим, что 
U (0) — это диагональная матрица с диагональными эле
ментами Kt (v). Теперь требуемое утверждение вытекает 
из формулы для Spf/2 (0), доказанной в [13]. 

5. Доказательство следствия 7. Для v ЕЕ SM выберем 
w (v) ЕЕ SM так, чтобы я (v) = я (w(v)) и угол между 
векторами v и w (v), отсчитываемый от вектора v против 
часовой стрелки, равнялся я/2. Выберем в Tv SM орто-
нормированный в канонической метрике базис, состоящий 
из векторов £х (v), £2 (v) и V (v) (вектор потока), образую
щих правую тройку и таких, что 

Ъх (v) е Кег К (у), £2 (у) = Ker dn (v) 

и dn^ (v) = w(v). Так как вектор-функции w (г;), £i (У), 
£2 (у) непрерывны на SM, то из предложения 1 вытекает, 
что Кг (v) = tg а (v). 

§ 6. Функция Буземана и предельные сферы. Наши 
методы дают некоторую информацию о свойствах функции 
Буземана (хотя выше мы не привлекали ее явно). Напом
ним сначала ее определение и некоторые факты. Пусть 
v ЕЕ SH и х ЕЕ Н. Из неравенства треугольника выте
кает, что функция fv (t, x) = р (х, yv (t)) — t (p — рас
стояние в Н, индуцированное римановой метрикой) мо
нотонно убывает, когда £—>-оо7 и ограничена. Функция 
fv ix) = lim /p (£, #) называется функцией Буземана, а ее 
поверхности уровня — предельными сферами. Можно 
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показать (см. [12, предложение 1]), что функция fv (х) 
непрерывно дифференцируема по х. Некоторые свойства 
предельных сфер могут быть установлены при довольно 
слабых ограничениях (например, свойство, аналогичное 
параллельности, можно доказать в предположении о том, 
что распределение X" (v) непрерывно; см. [12, предложе
ние 3]). Однако для доказательства свойств предельных 
сфер, сформулированных в предложениях 4 и 5, требуют
ся уже более жесткие ограничения. Исследуя функцию 
Буземана, П. Эберлейн (см. [10]) установил эти свойства 
для многообразий неположительной кривизны. Дж. X. 
Эшенбург (см. [12]) обобщил его результаты на многооб
разия, удовлетворяющие так называемому условию ог
раниченной асимптотичности (это означает, что || Y\ (t)\\ <^ 
<; const равномерно по всем t > 0 и всем v ЕЕ SM, 
§ ЕЕ Х~ (у), || £ || = 1; этому условию удовлетворяют мно
гообразия без фокальных точек и многообразия аносов-
ского типа, однако оно является менее общим, чем наша 
аксиома асимптотичности). Наконец, Э. Хайнц и Г.-Х. 
Им Хоф (для многообразий неположительной кривизны; 
см. [11]) и Дж. X. Эшенбург (для многообразий, удовлет
воряющих условию ограниченной асимптотичности; см. 
[12]) доказали, что функция Буземана (а следовательно, 
и предельные сферы) дважды непрерывно дифференцируе
ма. Ниже мы покажем для многообразий, удовлетворяю
щих аксиоме асимптотичности, что построенные нами (как 
предел сфер) предельные сферы являются поверхностями 
уровня функции Буземана. Отсюда вытекает, во-первых, 
что /„ (х) = fw (x), если геодезические yv (t) и yw (t) 
асимптотические при t > 0; таким образом, функция Бу
земана есть функция двух переменных: точки х ЕЕ Н и 
точки р = yv ( + оо) G Я (оо). Во-вторых, /р (х) е Сг~2 

(г > 3 — класс гладкости римановой метрики) и непре
рывна по переменной р. Итак, докажем следующее ут
верждение. 

П р е д л о ж е н и е 8. Если многообразие М удовлет
воряет аксиоме асимптотичности, то fv (у) = fv (я (У)) = 0 
для любых v E= SM и у ЕЕ L (я (У), yv (-f оо)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 
у ЕЕ W = В (я (У), г) П L (я (v), yv (+' оо)), 

то для любого t > 0 имеем 
I /„ (*, y)\<p(W,S (v, 1)ПБ(п (v), r)), 
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а последнее расстояние стремится к нулю при t -> оо в си
лу [7, лемма 6.4]. Предложение доказано. 

Гипотеза о том, что имеет место равенство (3), впервые 
была высказана Я. Г. Синаем, что послужило тол
чком к моим исследованиям, а также во многом предопре
делило их характер. Пользуясь случаем, я приношу 
Я. Г. Синаю свою искреннюю благодарность. Я также 
благодарю Д. В. Аносова за очень полезные обсуждения. 
Всесоюзный научно-исследовательский Поступило 
институт оптико-физических измерений 16.11.1978 

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

[1] Г р о м у л Д., К л и н г е н б е р г В., М е й е р В., 
Риманова геометрия в целом, М., «Мир», 1971. 

[2] Л е н г С , Введение в теорию дифференцируемых многооб
разий, М., «Мир», 1967. 

[3] Р о х л и н В. А., Лекции по энтропийной теории преобразо
ваний с инвариантной мерой, Успехи матем. наук, 22, № 5 
(1967), 4 - 5 1 . 

[4] О с е л е д е ц В. И., Мультипликативная эргодическая тео
рема. Характеристические показатели Ляпунова динамических 
систем, Тр. Моск. матем. о-ва, 19 (1968), 179—210. 

[5] П е с и н Я. Б. , Характеристические показатели Ляпунова 
и гладкая эргодическая теория, Успехи матем. наук, 32, 
№ 4 (1977), 55—111. 

[6] E b e r l e i n P., When is a geodesic flow of Anosov type. 
I, J. Differential Geometries, 8, № 3 (1973), 437—463. 

[7] Л е с и н Я. Б. , Геодезические потоки на замкнутых римано-
вых многообразиях без фокальных точек, Изв. АН СССР, 
Сер. матем., 41, № 6 (1977), 1252-1288. 

[8] Е b е г 1 е i n P., Geodesic flow in certain manifolds whitout 
conjugate points, Trans. Amer. Math. Soc, 167 (1972), 151—270. 

[9] K l i n g e n b e r g W., Riemannian manifolds with geodesic 
flow of Anosov type, Ann. of Math., 99 (1974), 1—13. 

[10] E b e r l e i n P., Geodesic flows on negatively curved mani
folds. I, Ann. of Math., 95 (1972), 492-510. 

[11] H e i n f z e E., I m H o f H.-C, On the geometry of horos
pheres, препринт, Бонн, 1975. 

[12] E s c h e n b u r g J. H., Horospheres and the stable part of 
the geodesic flow, Math. Z., 1953 (1977), 237-251 . 

[13] G r e e n L. W., A theorem of E. Hopf, Michigan Math., J., 
5 (1958), 3 1 - 3 4 . 

[14] А р н о л ь д В. И., Обыкновенные дифференциальные урав
нения, М., «Наука», 1975. 

[15] П е с и н Я. Б. , Семейства инвариантных многообразий, от
вечающие ненулевым характеристическим показателям, Изв. 
АН СССР, Сер. матем., 40, № 6 (1976), 1332—1379. 


